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m~me pour des fibres considdr~es comme bien orient~es, 
des noeuds du r6seau r6ciproque d 'une m~me rang~e 
et re la t ivement  voisins se t rouvent  au voisinage de la 
sphere de r6flexion; ce fai t  conditionne l ' appar i t ion 
des train~es de diffusion. 

Pour conclure, il semble donc bien que, dans l '~tat  
actuel de nos connaissances sur la s tructure de la 
cellulose, le groupe spatial  P2x soit en accord avec 
les donn~es exp6rimentales les plus prdcises. 
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The statistical method of Wilson has been applied to determine the laws of the statistical dis- 
tribution of errors AF in the structure factors calculated when the atomic positions have errors 
At, without imposing the condition that the Ar's shall be indefinitely small. With these distribution 
laws the function R = ([IFot -- [Fell -- I-Yo--~ ) has been calculated for the two cases of centrosymmetrical 
and non-centrosymmetrical structures, and a relation has been established between R and the 
distribution law of the Ar's. In  the case when the errors in the atomic positions follow a normal 
distribution, independent of orientation, a method is given for deriving the mean value of [Ar[ 
from the values of []Fol~]Fc[[ obtained experimentally. 

Notat ion 

N - - n o m b r e  d 'a tomes dans la maille 616mentaire. 
rj  - - v e c t e u r  de position de l ' a tome j .  
s - - v e c t e u r  de position dans l 'espace rgciproque; 

Is] = 2 sin 0/4. 
f j  - - f a c t e u r  de structure de l ' a tome j .  
F - -  facteur de structure de la maille 61~mentaire. 
A ,  B ~ composantes r6elle et imaginaire  de F. 
aj -= f j  cos 2~r(r i × s) - -  contr ibut ion b~ A de l ' a tome j .  
bj ----- f / s i n  2~r(rj× s) - -  contr ibut ion k B de l ' a t ome j .  

~r 

= ~Yf~. (X dans la nota t ion de Wilson. (1949)). 
i=1 

A r i  ~ erreur de position de l ' a tome j .  

/~F ~ erreur du faeteur de structure F due aux 
erreurs Arj.  

A A ,  A B  ~ composantes r~elle et imaginaire  de AF.  
Aaj  = f j  [cos 2zt(r~-+ Ar~× s) - -cos  2~( r j×  s)] - -  con- 

t r ibut ion k A A  de l ' a tome j .  
Abj = f i  [sin 2~ (r~-+ Ar j  x s ) - - s in  2~(rj  X s)] ~ con- 

t r ibut ion ~ A B  de l ' a tome j .  
<~(s)> - -  moyenne des valeurs  de ~(s) pour t o u s l e s  

points de la surface d 'une  sphere de rayon ]sl, 
dans l 'espace r6ciproque, ~(s) 6tant  une fonc- 
tion quelconque. 

F o - - f a c t e u r  de structure observ6. 
~ ' c -  facteur de structure calculg. 

Introduction 

Wilson (1949) a d~termin6 les lois de dis t r ibut ion 
s tat is t ique des facteurs de structure,  en m e t t a n t  
surtout  en ~vidence le rSle des ~l~ments de sym6trie. 

II nous a paru  int~ressant de d6terminer les lois de 
dis t r ibut ion stat is t ique des erreurs A F  des facteurs 
de structure, calculus quand  les positions atomiques 
sont connues avec une certaine approximation,  sans 
imposer aux  erreurs A F / a  restriction d'etre in f in imen t  
petites. D e  ces lois de dis t r ibut ion des A F  nous 

p0urr0ns d~duire des indications sur la distribution 
des erreurs Ar ,  c'est-~-dire sur la pr6cision avec 
laquelle sont connues les coordonn~es atomiques.  

Pour calculer les lois de dis t r ibut ion stat is t ique nous 
avons utilis6 un  thgor~me connu du calcul des pro- 
babilit~s ( 'central l imit  theorem'  (Cram~r, 1946, p. 213)), 
en suivant  la m6thode de Wilson (1949). 

Ca th6or~me ~tablit  que la somme X d 'un  grand nom- 
bre N de xj variables al~atoires et ind~pendantes est di- 

~v 
stribu~e suivant  une loi normale,  d~finie par  X = ~ xi; 

i=1 
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N . ~  
(X_X)~  = ~v (xj_~)~, quelle que 

j=l  

distribution de chaque x i. 

soit la loi de 

Lois de distr ibution s ta t is t ique 

On peat concevoir deux probl~mes diff6rents: 
(I) Nous supposons que l'erreur Arj qui affecte 

chaque position atomique r1 est une variable al6atoire. 
Nous en d6finissons la loi de distribution statistique 
p~ de la mani~re suivante" 

p~(Ar)dv~ (1) 

reprdsente la probabilit6 que l'extr6mit6 du vecteur 
A r  soit contenue dans l'616ment de volume dvar 
(p~ est la m~me pour tous les atomes). 

En utilisant le th6or~me dnonc6 dans l'introduction 
nous calculons alors la loi de distribution statistique 
d e / i X  (X peat ~tre A ou B dans les structures non- 
centrosym6triques, ou $' dans les structures centro- 
sym6triques). En un certain point s de l'espace 
r6ciproque on cherche la fonction P~ telle que 

P~(AX)d(AX) (2) 

repr6sente la probabilit~ que / iX  air une valeur 
comprise entre / iX  et AX+d(AX) .  Ce probl~me est 
r6solu ci-dessous" les trois lois P1 sont calcul6es 
(19, 24, 34)r en fonction d e / i X  et de X; elles d6- 
pendent en outre de s par l'interm6diaire de ~ et 
de n (9). 

(II) Nous supposons que chaque position atomique 
r i e s t  affect~e d'une erreur Ar~, Ar~ ayant une valeur 
d6termin~e pour chaque atome. Le nombre N d'atomes 
6tant grand, nous d6finissons la loi de distribution 
statistiques lo~ de la mani~re suivante: 

Np~(Ar)dv~r (3) 

repr6sente le nombre de vecteurs Ar~ dont l'ex- 
tr6mit6 est contenue dans l'616ment de volume dvhr. 

Plagons-nous dans une r6gion de l'espace r6ciproque 
l'intfrieur de laquelle q~ et D varient pea. Consid6rons, 

autour d'un point s de cette r6gion, l'ensemble (X) 
des points ayant une m~me valeur de X. Pour tous ces 
points on aurait, dans l'hypoth~se pr~c6dente, la mSme 
probabilit6 P1 (expression (2)) qui serait fonction 
seulement de AX (s, ~ et D 6rant constants). 
L'ensemble (X) contient un grand nombre de points, 
si le nombre N d'atomes est grand et si les erreurs 
Ari sont petites, par rapport aux translations 616men- 
taires du cristal. On cherche alors ~ la loi de distrib- 
ution de /iX, c'est-~-dire la fonction P~ telle que 

P~(AX)d(/IX) (4) 

repr6sente la proportion des points de l'ensemble (X) 
dans lesquels / iX est compris entre / iX et / i X +  
d(/iX). 

Le th~orbme que nous utilisons pour calculer les 
lois de distribution statistique, peat s'appliquer seule- 
ment au premier cas, celui oll les erreurs Ari sont des 
variables al6atoires et ind6pendantes. 

Le deuxi~me cas, au contraire, correspond au cas 
r6el qui nous occupe. En effet, nous nous propos0ns 
de mettre en rapport la loi de distribution des AF 
avec les erreurs de position des atomes, chaque.erreur 
Arj ayant une valeur d6termin6e. Or, 6rant donn6 le 
choix particulier de l'ensemble (X) les deux fonctions 
P1 (2) et P2 (4) seront identiques, si "Pl (1) et p2 (3) ont 
la mdme forme d'aprbs la remarque faite plus haut.* 

Nous calculerons donc les lois de distribution P 
dans le premier cas, en utilisant le th~or~me 6nonc6 
dans l'introduction: nous les utiliserons au contraire 
avec les hypothbses du deuxibme cas. 

Structures non-centrosymdtriques" composante rdelle 

2g 

A ---- ~ ' f ]  cos 2~(rj× s) . (5) 
j=l  

2g 
AA = ~Y, fj [cos 2~(rj-t-Arj × s)--cos 2~(r~ × s)] .  (6) 

]=1 

La contribution de chaque atome" 

Aa] --- fj [cos 2~(r~A-Ar] x s)--cos 2~t(r] × s)] 
= fj [cos 2~r(ri × s) cos 2g(Arj x s)--sin 2~r(rj × s) 

sin 2~(Arj×s) - -cos  2~r(rj×s)] (7) 

est une variable aldatoire et ind6pendante, si on la 
consid~re comme une fonction de Arj. 

On calcule alors les moyennes pour toutes les valeurs 
possibles de Arj: 

Aa] = f] {cos 2n(r] x s) [cos 2n(Arj × s ) - - l ] - -  

--sin 2n( r jxs )  sin 2 z ( A r j x s ) } .  (8) 

hlous supposons que la loi de distribution statistique 
de Ar  est centrosym~triquel Dans ce cas Ar  et - - A r  
sont 6galement probables, et sin 2~(Ar × s) ---- 0. 

D~finissons une fonction 

D(s) ---- cos 2z(Ar × s) (9) 

(dans la suite nous dcrirons D ~ la place de D(s), 
quand cela n'introduit pas de confusion). 

Aa---~= fjcos2~r(rjxs)[D--1]. (10) 

* Pour  que P~ et  P2 soient identiques,  il faut  encore que 
les valeurs de / i X  dans n ' impor to  queue paire de noeuds du  
r6seau r6ciproque soient ind~pendantes.  E n  fair /iX(s1} et  
/iX(s2) valeurs d e / i X  en deux points  s 1 et  $3, sont  des fonc- 
t ions du  m~me ensemble de /V param~tres Arj :  n6anmoins,  
si [sl--s2] n 'es t  pas t rop pet i t ,  si N est grand,  et si aucun 
des Ar i  n 'es t  pr6pond6rant ,  on pea t  admet t re  que AX(sl)  et  
/iX(s~} sont  ind6pendants ,  pour  tou te  pairs sl, s~. 
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(Aai--Aai) ~ -= f~ [D cos 2~r(ri × s)--  cos 2~r(ri+Ar ~ × s)] ~' 

[ D  2 D 2 
-- f~ [ y  + ~ - c o s  2~(r~ × 2s)+½+½ cos 2~r(ri+Ari × 2s) 

eos2~r(rj×s) cos 2~r ( r~+Ari×s) ] .  (11) ~ 2 D  

A 
Mais: 

sin 2g(Ar~ × s) = 0 
e t  

cos 2~(Ar~ × 2s) = D(2s) ,  

• D(2s) - -D 2 cos 2~ (r~ × 2s)] (~a,=Aai)~. = f/2 [ ~  _~_ 2 

Done: (12) 
/g 

AA = ~ Aa i = A(D--1)  (13) 
i--1 

~r 

( A A _ A A  ) ~. --_ ~ (Aai--Aai) ~" 
i=1 

= 1--2D~e + D ( 2 s ) - - D ~ ' ~  f ? 2  -= cos 2~(r i× 2s ) . (14) 

• En consequence la probabilit6 que AA soit compris 
entre AA et A A + d ( A A )  est" 

P(AA)d(AA) = 

[AA- - (D- -1 )A]~  [ ~ ( 1 - - D ' ) + ~ ] - ½ ~ p  ~ ~ ~  j d(AA ) , 

off (15) 
sV 

(~ ---- [D(2s)--D ~] ~ f ~  cos 2g( r ix  2s ) . (16) 
i--1 

La loi de distribution P(AA) (15) n '6tant  pas d 'un 
usage commode, nous allons en d~river une autre qui 
soit ind~pendante de (~. 

En d~veloppant P(AA) en s6rie de 6 on obtient: 

p . ~ dP] ~ d~P 
P = 6=0+ ~-~[o=o+~-~-ff °=° + . . . .  (17) 

Prenons la moyenne de (17) pour l'ensemble (A) des 
points de l'espace r6eiproque qui ont une m6me 
valeur de A e t  qui sont eontenus dans une r6gion i~ 
l'int6rieur de laquelle ~ et D varient peu" 

- dP d 9 d~P 
= Pl~=o+~ ~ ~=o + ~ ~-~1~=o + . . . .  (18) 

En devel0ppant le calcul, on m0ntre que ~0us les 
d,~p 

termes d - ~ = o  sont du m6me ordre de grandeur. 

est distribu6 suivant une loi normale: (~ = 0, ~-T est 
de l'ordre de grandeur de 1/N. Si ~ est grand, P (18) 
se r6duit done au premier .terme. On peut done 6crire" 

p(AA)d(AA) 

= [~r~(1 -- n~)] -½ exp {- -  [AA--(D--~ (-i-~D-- D~I )A]~] _.t/,~i) . d ' ~ - -  

(19) 

p(AA)d(AA) repr6sente la probabilit6 moyenne de 
trouver une valeur AA parmi les points de l'en- 
semble (A). 

Structures non-centrosymdtriqucs: composaute imagi- 
naire 

B = ~ f i  sin 2g(r i×  s ) .  (20) 
i=1 

N 
AB = .~,fj [sin 2g(r j+Ar~ × s)--sin 2g(r  i × s)] .  (21) 

i=1 

De la m6me mani~re que pour la partie r6elle (13), 
on obtient: 

AB = B(D- -1 ) ,  (22) 

1 - - D  9 (~ 
(AB--AB)  ~ -- ~ q5---2 , (23) 

p(AB)d(AB) 

I [AB-- (D--1)B]~ 
-- [s~b(1--D~)]-½ exp/-- t  ~-0  ~--D-/i ] d(AB).  

(24) 

Structures non-centrosymdtriques : loi de distribution de 
AF 
AF est un vecteur, d6fini par ses composantes A A  

et AB. I1 est commode de le d6eomposer en une partie 
(D--1)F parall61e k F, et un veeteur V =  A F - - ( D - - 1 ) F  
dont les eomposantes sont (Fig. 1): 

B 

A 

Fig. 1. Repr6sen ta t ion  sch6mat ique de l 'espace A-B, avec les 
vecteurs  F ,  A F  e t  V. 

A v  = A A - - ( D - - 1 ) A  , 

B v = • B - ( D - 1 ) B .  

Les lois de distribution des composantes r6elle et 
imaginaire de Y sont: 

T(Av)dAv -- [~b(1--D~)] -½ exp I ~(f-__-D~)] dA v ,  
A~ 

t .  

(26) 

p(Bv)dBv = [~r~(1--Dg)] -½ exp ~ ( I _ D ~ )  J d B v .  
(27} 

La probabilit6 que A v soit contenu entre A g e t  
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A v+dA vet que B v soit contenu entre By et Bv+dBv  
est done: 

p(A v, Bv)dA vdBv 

= [~¢(1--D~)]-x exp ~-~_---~)|dAvdBv, (28) 

l V[ = (A~+B~)½. 

La probabilit6 que IV[ soit compris entre I VI et 
I V+dVI est identique ~ la probabilit6 que V soit 
eontenu entre les circonf6rences de rayons IV] et 
I V+dVI:  

21Vl [ _  I Vl ~- 7 
p(IVI)d(IVl) --~(I_D~.) exp L q,(I_D~.X|, d(IVI). 

(29) 

AF est donc composg d 'un vecteur (D--1)F, parall~le 
F et d 'un vecteur V, dont la loi de distribution 

statistique est ind~pendante de l 'orientation dans le 
plan A, B e t  de la valeur de F. 

Structures centrosymdtriques : loi de distribution de / IF  
27 

F = 2 Z f j  cos 2~(r j×  s) . (30) 
i = 1  

~V 

AF : 2 .~'fi [cos 2 n ( r i + A r j ×  s) --  cos 2n( r i×  s)] . 

i=a (31) 
Les calculs sont identiques ~ ceux d6velopp~s pour 

la composante rdelle des facteurs de structure non- 
centrosym6triques. On obtient:  

A F  = F ( D - - 1 ) ,  (32) 

(33) (AF--AF) ~. = (b(1 - -D  2) -}- t~, 

p(AF)d(AF) 

---- [2stqi (l--D2)] -½ exp {- -  [AF--~_~(~ ~-i~(D-- 1 )F]9[] d(AF). 

(34) 
Fonction D(s) 

Nous avons d~fini 

D(s) ---- cos 2~r(Ar × s) (9) 

valeur moyenne prise pour toutes les valeurs possibles 
de Ar.  

Si p(Ar)dvAr est la probabilit~ que l'extr~mit~ de 
A r  soit contenue dans un dl6ment de volume dvAr 

D(s) = I p(Ar) cos 2n(Ar  × s)dvAr • (35) 

:Nous avons suppos~ que T" est centrosymd- 
trique. Dans ce cas D(s) et p[._. i sont r~ciproques 
au sens de l'int6grale de Fourier, et on peut ~crire 

: ~  D(s) cos 2~(Ar x s)dvs . (36) p(Ar) 
,J 

Fonctions R 
Nous venons de montrer  que D(s) et p(Ar) sont 

r~ciproques au sens de l'intdgrale de Fourier" en 

cons6quence, si l 'on connaissait D(s) dans tout  l'espace 
rdciproque on pourrait  ealculer p(Ar). 

Si l 'on suppose que l 'erreur de position des atomes 
est la seule cause du d~saccord entre F o et F c on peut  
admettre" 

F o - - F ,  
F~ ---- F + A F .  

On peut calculer alors une relation entre les [Fo[ 
et les [Fc[, qui soit une fonction de D(s). Nous avons 
adopt6" 

R--IFI--IF+AFII__ (37) 
IFI 

en raison de sa ressemblance avec le coefficient 

R1 = ~llFol--IFcl] 
ZIFIo (38) 

dont 1'usage comme critdrium de la qualitd des struc- 
tures s 'est g6n6ralis~ parmi les cristallographes. 

Nous allons calculer la fonction R dans un point s 
quelconque de l'espace r~ciproque, les moyennes ~tant 
~tendues ~ toutes les valeurs possibles, et th~oriques, 
de F et AF. 

Nous appelons respectivement R'  et R"  les fonctions 
R correspondant aux structures centrosym~triques et 
non-centrosym~triques: les deux cas seront trait~s 
sdpardment. 

Structures centrosymdtriques 

R' -- IIFI--IF+AFII (39) 
IFI 

Si p(F) et p (dF)  sont les lois de distribution de $' 
et A F on a: 

f - ~  = 2 Fp(F)dF, (40) 
0 

]lF+AFl--IFll 

Les calculs sont d~veloppgs en Appendice 1. On 
obtient : 

R ' =  V2(1- -D)+g2(I+D)- -2 .  (42) 

R'  est ind~pendant du hombre d'atomes et de leur 
nature:  il est fonction seulement de D(s) (avec la 
restriction que le nombre N d'atomes est grand, et 
qu'aucun atome n'est  preponderant). Le Tableau 1 
donne les valeurs de R'  en fonction de D. 

Structures non-centrosymdtriques 
Nous avons montr~ que AF est form~ d 'un vecteur 

(D--1)F et d 'un vecteur V, dont la loi de distribution 
statistique est normale et ind~pendante de l 'orienta- 
tion. La probabilit6 p(z)dz que, pour un F donn~, 
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IF÷AFI  air une valeur comprise entre z et z ÷ d z ,  
est ~gale b~ la probabifit~ totale que l'extr~mit~ du 
vecteur V soit contenue entre les circonf~rences de 
rayons z et z ÷ d z ,  dont le centre est a l'origine de F 
(voir Fig. 1). 

Si 7 est l'angle entre F et F ÷ A F  

I VI ~ --- IF+ (D--  1)FI ~ + IF+AFI z 
- -21F÷AFI . IF+(D- -1 )FI  cosT,  (43) 

19(1VI2)dA edBv 

I Vl~ ] d A  : [~O(1--D2)] -~ exp ~O(I_D~) j r d n e  . (28) 

En rempla~ant l%l~ment de surface d A v d B  v par 

Tableau 1. Les valeurs de R'  et R "  en fonction de D 

D R' R" 
0 0,828 0,586 

0,100 0,826 0,583 
0,200 0,815 0,576 
0,300 0,798 0,563 
0,400 0,770 0,544 
0,500 0,733 0,516 
0,550 0,711 0,500 
0,600 0,685 0,479 
0~650 0,657 0,458 
0,700 0,620 0,434 
0,750 0,580 0,404 
0,800 0,532 0,369 
0,820 0,511 0,353 
0,840 0,486 0,336 
0,860 0,460 0,318 
0,880 0,432 0,297 
0,900 0,399 0,273 
0,910 0,381 0,261 
0,920 0,361 0,246 
0,930 0,340 0,231 
0,940 0,317 '0,213 
0,950 0,293 0,195 
0,960 0,263 0,175 
0,970 0,232 0,152 
0,980 0,190 0,124 
0,990 0,137 0,089 
0,995 0,100 0,064 
1,000 0 0 

2z~z.dz.d 7 et en posant IF÷AFI  = z, IFI = t il vient: 

io(I VI ~) 2z~zdzd 7 ---- [ ~ ( 1  --D~)] -1 

[ D 2 t ~ ÷ z 2 - - 2 D t z c ° s T ] 2 z ~ z d z . d T ,  (44) 
exp --  ~O(1--D2.) 

comme R' est fonction seulement de D. R"  ne peut 
pas ~tre d~fini par une fonction math6matique simple 
de D: nous avons port6 sur le tableau 1 les valeurs de 
R' et R "  en fonction de D. 

Conclusion 

R' et R"  sont fonction seulement de D. Pour 
lo(Ar) = constante (positions atomiques compl6te- 
ment fausses) D tend vers 0, R' vers 2~/2--2 et R "  
vers 2--~/2: ces valeurs avaient ~tg calcul~es par 
Wilson (1950). Si A r = 0 ,  D - - l ,  R ' = R " - - 0 .  
R" est toujours inf~rieur ~ R', pour une m~me valeur 
de D; le rapport R ' / R "  ne varie pas beaucoup, ses 
valeurs extremes sont 1,571 pour D = 1, 1,414 pour 
D-----0. Ceci signifie que dans une structure centro- 
sym6trique le d~saccord entre les IFol et les ]Fc] dfi 
aux erreurs de position des atomes, est plus grand que 
dans les structures non-centrosym6triques, pour la 
m~me precision des coordonn~es atomiques. Plusieurs 
cristallographes ont fair cette remarque, en comparant 
des r~sultats expgrimentaux: Wilson, Phillips & 
Rogers (1950) en ont donn~ une justification qualita- 
tive. 

Thgoriquement, si on pouvait d~terminer la valeur 

exp~rimentale de R--]lFol--lFcll--]Fol dans chaque 
petit domaine de l'espace rgciproque, on obtiendrait 
la fonction D(s) et on pourrait calculer p(Ar) sans 
faire d'hypoth~ses sur sa forme, p.ar une transformation 
de Fourier de D(s). 

En pratique, il est difficile de dgcrire la fonction 
D(s) dans tout l'espace r~ciproque, car pour calculer 
les moyennes de II~ol-I~'cl] il faut utiliser un nombre 
suffisamment grand de points du r~seau r~ciproque; 
on obtient done une seule valeur de D pour une r~gion 
assez 6tendue de l'espace r6ciproque. 

Au contraire, si on fair une certaine hypoth~se sur 
la forme de la loi de distribution p(Ar), on peut 
utiliser les valeurs de R obtenues exp~rimentalement 
pour la v~rifier. Nous utiliserons ce proc~dg dans la 
section suivante. Nous supposerons que ~o(Ar) est 
une loi normale, et nous calculerons les valeurs de 
R' et R"  dans ce cas particulier. 

Cas par t icul ier :  p(Ar)  loi normale  

Valeur de D 
Nous avons d~fini 

I 
H 

p(z)dz = 2~zdz 1 P(I VlU)d7 
o 

i n [ D2t2÷z2--2Dtz c°s 7] _ _ 2zdz 1 exp -- 
~b(1-D~) ~ 0 q}(l-D2) 

dr, (45) 

R "  --- I I F I - - I F ÷ A F I ]  _ - - - -  1 lz--tlp(z)dz d t  

IFI IFI 0 
(46) 

Le calcul de R "  est d~velopp6 en Appendice 2 - -R"  

-- I p(Ar) cos 2•(Ar × s)dvAr.  (35) D(s) 

Si p(Ar) est une loi normale, ayant une sym4trie 
sph~rique 

iArl~ ~ 
p(Ar)dv•r = K exp - -  2a 2 ] dvAr.  (47) 

D(s) est aussi une fonction de Gauss, ind~pendante de 
l'orientation: 

D(s) = exp (--2~2ls[~a[) (voir Appendice 3) . (48) 
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Dans l 'Appendiee 3 nous avons ealculd la constante 
de normalisat ion K, et nous avons ddtermind les 

valeurs de a ~ en fonction de l 'erreur moyenne IArl. 
On obtient,  pour les eas de une, deux ou trois dimen- 

sions: 
D 1 = exp [--:ralsl2(IArl) ~] , (49) 

D~ = exp [-4:tlsP(IArl)'], (50) 

D a = exp [--¼zPIsl~(IArl)~]. (51) 

Pour des erreurs IArl tr~s grandes, D1, D 2 et D a 

tendent  a sympto t iquement  vers 0. Pour IAr I = 0 ils 
sont 1. 

Fonctions R '  et R "  
Les valeurs de R'  et R "  en fonction de IArl" Isl 

pour deux ou trois dimensions sont portdes dans le 
Tableau 2. 

Tableau 2. Les valeurs de R'  et R "  en fonction 

de IArl " Isl 

3 dimensions 

la,'l x 181 R' R;' 
0,00 0,000 0,000 
0,01 0,039 0,025 
0,02 0,078 0,050 
0,03 0,115 0,074 
0,04 0,152 0,098 
0,05 0,188 0,122 
0,06 0,223 0,145 
0,07 0,256 0,168 
0,08 0,288 0,191 
0,09 0,320 0,214 
0,10 0,350 0,237 
0,12 0,410 0,281 
0,14 0,462 0,319 
0,16 0,510 0,353 
0,18 0,554 0,385 
0,20 0,595 0,414 
0,22 0,631 0,440 
0,24 0,662 0,463 
0,26 0,689 0,483 
0,28 0,713 0,502 
0,30 0,735 0,518 
0,35 0,776 0,548 
0,40 0,802 0,564 
0,45 0,817 0,574 
0,50 0,823 0,580 

c~ 0,828 0,586 

2 dimensions 
^ 

R' R'; 
0,000 0,000 
0,050 0,031 
0,098 0,062 
0,145 0,093 
0,191 0,124 
0,234 0,155 
0,276 0,185 
0,317 0,214 
0 356 0,243 
0 394 0,270 
0 430 0,296 
0 494 0,342 
0 552 0,384 
0 603 0,420 
0 647 0,452 
0 686 0,480 
0 715 0,504 
0 742 0,524 
0 763 0,540 
0 781 0,552 
0 794 0,560 
0 816 0,574 
0,824 0,580 

0,828 0,586 

Nous avons ealeuld dR'/dlsl et dR"/dlsl ~ l 'origine 
de Isl (Appendiee 4). Ces valeurs sont intdressantes, 

ear pour des petites valeurs de IArl'lsl,  R '  et R "  
se eonfondent avec les tangentes  ~ l 'origine. 

dlsl/o= l/(2a) ' (52) 

d--~}o---- 2 ~/(2a) ' (53) 

off 

IArll/(~ 3) (1 d imens ion) .  

IArll/(4~) (2 dimensions) .  

IArl½~/(zra)(3 dimensions) .  

Utilisation pratique - -  exemples 
Si notre hypoth~se que les erreurs de position des 

atomes sont distribudes su ivant  la loi normale,  in- 
ddpendante  de l 'or ientat ion (47) est vdrifide, la fonction 
empir ique ([IFoI--IFcII)/(IFoI> doit eoineider avec une 
seule courbe de la famille R (Fig. 2), pour toutes les 
valeurs de lsl. Dans ce eas on pourrai t  utiliser les 

courbes R pour obtenir  IArl, si les erreurs de position 
des atomes dtaient la seule cause, ou au moins la cause 

S ,0  i i 

= 0,20 A 

I-~1 =0,15 ,/k 

I-A-H = 0,20 )k 
R' 0,5 ~=ojoh 

~ZTq=0.15 A 
R "  

" I-AFI =0,10 A 

~ ~ ~ ~" J~-~ = 0,05 A 

../" I~ =0,05 A 

0 l ~ ~ , 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

sin 0 

Fig. 2. Famille de courbes R '  (trait eontinu) et R "  (trait 
interrompu) en fonetion de sin 0(A = 1,54 ttx) eorrespondant 
h u n  eas h deux dimensions. R '  et R "  sont des fonetions du 
produit  jAr I. [sl: les eourbes restent done les m6mes si IArl 
et Is] sont interehangds. 

prdponddrante,  de la diffdrence entre [Fol et IFcl.* 
C'est ee que nous avons fai t  au eours de la ddter- 

ruination de la s tructure cristalline de l 'acide ni t r ique 
trois moMeules d 'eau (Luzzati, 1951). 
Cette structure a dtd rdsolue en premibre approxima-  

t ion par  l ' analyse  quant i ta t ive  de la fonetion de 
Pat terson,  ealeulde dans l 'espace ~ trois dimensions:  
les eoordonndes atomiques ainsi obtenues ont servi 
pour le ealeul des facteurs de structure F(hkO). Avee 
ces IFclet les IFol nous avons ealculd une sdrie de 
valeurs <IIFoI--IFJI>/<IFol > pour des intervalles de sin 0 

* Ceci est rarement  le cas pour une structure achevde: en 
effet si on ealeule R pour les valeurs de [Ar] habituel lement  
axtmises (.0,01-0,02 A), on le trouve considdrablement plus peti t  
que les valeurs obtenues expdrimentalement.  Les eourbes R, 
toutefois, peuvent  toujours indiquer une limite supdrieure de 
Mfl. 
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~gaux £ 0,10. Les points calculus sont por t , s  sur la 
Fig. 3, off on a trac~ la famille de courbes R corre- 
spondant  /~ un  eas ~ deux dimensions. On voit que 

1,0 

R' 0,5 

TRAITEMENT STATISTIQUE DES ERREURS 

les [Fo[ et les JFcJ est l 'erreur de position des atomes, 
on peut  gcrire (dans uns cas & deux dimensions):  

0 o 

o 

o o o 

I I I I 
0,2 0,4 0,6 0,8 

sinO 

I ~  = 0,20 h 

137i =o,15A 

I ~  =0,10 h 

I-Z'71 = 0,05 h 

0 
0 1,0 

Fig. 3. Famille de courbes R' (sin 0), correspondan~ k un cas 
deux dimensions, avec les points exp~rimentaux obtenus au 
cours de la d~termination de la structure cristalline de 
~ O a .  3~_~0 (2 = 1,54 h). 

les points exp~rimentaux sont tr~s bien alignds sur la 

courbe IzJr] ~ 0,12 /~: une lois la s tructure rdsolue 
on a pu v~rifier que cette valeur  est exacte. Avec les 
signes des IFcl correspondant ~ eette premiere ap- 
proximat ion  et les IFo] nous avons calcul~ une sgrie 
de Fourier  de la projection de la densit~ dleetronique: 
les atomes se sont trouv~ lgg~rement d~plac~s, par  
rapport  aux positions primitives.  Avee ces nouvelles 
coordonndes nous avons ealeul~ les IF d et les valeurs de 
([IFol--]F~[[)/(IFoI>, comme ei-dessus. Ces points sont 
indiquds par  un double rond dans la Fig. 3. L 'a l lure  
de ces points est moins rgguli&re en raison de l 'in- 
fluence grandissante  des autres causes d'~cart entre 
[Fo[ et [F~[. Ils se rangent  ndanmoins autour de la 

courbe IAr[-----0;06 A, qui est en effet l 'erreur moyenne 
des positions atomiques.  

Comparaison entre la fonction R et le coefficient 

II existe une difference impor tante  entre R z et R. 
-Le coefficient R 1 a une certaine valeur, et une seule, 
pour une structure donn~e: R au contraire, est une 
fonction de Is] car la loi de dis t r ibut ion de [AF], 
pour [Ar[ donn~, d6pend de [8]. 

Rx ---- Z[IFoI--[F~I[+ZIFo] . (38) 

Les sommes sont iei dtendues £ tout  l 'espace r~ci- 
proque. Si on admet  que la seule cause d'~cart entre 

R 1 --  
f 

lSmaxI 
0 2~[sl( IFI - - ]F÷AF]  )dis[ 

f 
lsm~l 
0 (IF[> 2~[sld[sl 

R.(IFI)dls l  
*30 

0 Isl([FI)dlsI 
(54) 

R~ d~pend donc du facteur de structure atomique,  dont  
(IF])  est fonction, et de la l imite [8max[ de la sphere 
d 'Ewald.  

Pour met t re  en ~vidence l ' impor tance  de ces deux 
faeteurs nous avons effectu~ le calcul de R 1 pour la  
projection ~ deux dimensions d 'une  structure hypo- 
thgtique form6e exclusivement  d 'a tomes d'oxyg~ne, e t  

off l 'erreur moyenne serait [Ar ] :0 ,05  A ( ~ : 1 , 5 4  J~): 

pour f de Hartree (Tables Internationales) et 
sin 0ma~ = 1,0 R z --  0,194 

pour f de Robertson (1935) et sin 0ma~ --  1,0 
R z = 0,169 

pour f de Robertson (1935) et sin 0~a~ ----- 0,8 
R 1 ---- 0,147 

pour f de Robertson (1935) et sin 0m~ = 0,7 
R 1 --  0,136 

On voit  que Pour une m~me structure,  et pour la  

m~me erreur moyenne [Ar[, R 1 a des valeurs  notable-  
ment  diffdrentes, selon la forme du facteur de s t ructure  
a tomique et la l imite de la sphere d 'Ewald.  Au con- 
traire, on obt ient  dvidemment  dans tons les cas la  
m~me courbe R([sl). 

I1 ne faut  done pas utiliser le coefficient R1, ou 
n ' impor te  quel autre de ceux proposes par  Booth 
(1945) pour comparer la pr6cision de deux structures  
diff~rentes, si les deux conditions diseut~es ci-dessus 
ne sont pas identiques darts les deux cas. Les courbes 
R que nous venons de proposer, ou d 'autres  fonctions 
ayan t  une just if icat ion thdorique, peuvent  fournir  un  
crit~rium rat ionnel  sur la precision des param~tres  
obtenus, ind6pendamment  d 'autres  facteurs. Insis tons 
ndanmoins sur le fair que R n ' a  de signification que si 
l 'erreur de position des atomes est la cause prd- 
pond~rante du d~saccord entre [Fo] et [Fc[. I1 est done 

n4cessaire, 10rsque les erreurs sont petites, de d4ter- 
miner  soigneusement au pr~alable les facteurs de 
structure atomiques,  et de tenir  compte des erreurs 
expdrimentales des [Fo[. 

Naturel lement ,  dans une mdme structure, la diminu-  
t ion de R 1 entre deux approximat ions  successives 
indique une amdlioration des coordonn~es atomiques:  
la critique ci-dessus n 'affecte pas les m~thodes basges 
sur la d iminut ion  systdmatique de ce coefficient 
(moindres carrds, descente rapide). 
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A P P E N D I C E  1 

Calcul  de R '  

R '  = IIFI--IF-+- AFI[ 

]FI 

2 f :Fp(F)dF 

(39) 
(40) 
(41) 

L'int6gration est d6compos6e en quatre parties: 

o < A F  < ~ I I F I - - I F + A F I I = A F ,  

- -F < AF < 0 IIFI--IF+AFII=--AF, 
--2F < AF < - -F [[FI--IF+AFII=2F+AF, 
- - ~  < AF < --2F I IFI- - IF+AFII=--(2F+AF).  
p(F)dF=(2ze~)-½ exp (--½F2/(I))dF (Wilson, 1949). 

I~l = 1 / (2~ /~ )  • 

p(AF)d(AF) = 

[ _  [AF--(1--D)F] ~ 
[2~b(1--D~)]-½exp d(AF) . i (34) 

On pose AF--(1- -D)F = u, et on intbgre par 
parties. En utilisant l ' intdgrale: 

I °°ex p (_a2x2)dx l//~ = ~ a  
0 

on obtient:  

× (t--z)zt exp - -  ~ b ( I _ D 2 )  - -  - 

En 6erivant D2t2q-z2--2Dtz cos 7=(z--Dt cos 7)2+ 
D2t2--D2t2 COS2 7 et en posant z--Dt cos 7 = u ,  il vient:  

d0 L d - D t  c o s y  

u~ --D~ c°s2 \dt, / 
oh 

Q = --u2+tu(1--2D cos 7)+t~D cos 7 (1 - -D  cos 7) • 

On int~gre 3 /  par parties. En utilisant l 'int6grale 

l :x2exp(--ax2)dx=~/xl .a  -~ 

on obtient:  

V~ { 2 
-8- [~(1--D~)]~ ( I+D cos 7) 2 3 /  

31) cos 7 - -1  (2--21) cos 7)--}/ 
+ 4  (1 +D cos 7) 2 J 

= l/~ [ ~ ( I _ D 2 ) ] ~ T  
8 

R "  = ( 1 - - D ~ / ~  T d 7 .  

R' = V [ 2 ( l + D ) ] + ] / [ 2 ( 1 - - D ) ] - - 2 .  (42) f 
Tg 

L'int6grale Td 7 a ~t~ caleul6e en ddeomposant T 
o 

en une ligne polygonale. 

A P P E N D I C E  2 

C a l c u l  d e  R "  

[FI g°°tp(t)d t 
0 

t =  IFI . 

z = [ F + A F  I . 

(;) p(t)dt = ~ exp - -  dt (Wilson, 1949). 

• ( 4 6 )  

A P P E N D I C E  3 

C a l c u l  d e  K 

p(Ar)dvAr = K exp \ 2a 2 ] dvhr • 

On calcule K e n  utilisant la condition 

I p(Ar)dvar = 1 I 

On obtient, pour une, deux ou trois dimensions: 

K 1 = ( 2 z a 2 ) - ½ ,  K 2 = ( 2 ~ a 2 )  - 1 ,  K a ---- (27ea2)-~. 

p ( z ) d z  = 

2zdz 1 I  " e x p [  D2t2 + z2-- 2Dtz c°s zJ d 
( / ) ( I - - D  2) ~ o ¢ ( 1 - - D  2) 

(45) 

R " - -  4 1 1 Md7.  
¢ ) ( I - - D ~ )  T-~ ~ o 

IFI = ½1/(ze~) • 

Calcul  de D(s)  

D(s) = I p(Ar)  cos 2~(Ar  × s)dvar. 

Si h, k, 1 et /ix, Ay, Az sont les composantes ortho- 
gonales de s et de A r  on a" 
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~ O  

Da(s) = 8(2~(y2) - {  exp - -  ~ ] 

0 

× cos (2rchAx) cos (2:zkAy) cos (2:zlAz)d(Ax)d(Ay)d(Az) 

E n  u t i l i san t  l ' in t6grale  connue:  

exp  (--a~x2) cos bx dx = 1'/~ exp - -  
o 

on ob t i en t :  
D3(s ) = exp (--2z~2lsl2~r2) . 

De la m 6 m e  mani~re  on calcule Dl (s )  et D2(s ). 

C a l c u l  de  IArl 

[Arl~ = 2Kx o lAr] exp -- 2(72 ] - -  . 

0 2a2  ] " 

f :  (--IAr]a~d[Ar[ - -~(~)½ [Aria ---- K a 4~[Arl a exp  \ 2(12 ] 

On uti l ise dans  ces calculs l ' in t6gra le  connue" 

I =~" ( - a ~ )  dx = tV- .a -~  e x p  $ 

o 

A P P E N D I C E  4 

(dR 
C a l c u l  de  \ dis[ ]z~----i 

Pour  D - + I ,  V e s t  tr~s pet i t ,  et 7- - - -0  (Fig. 1). 
Dar t s  ce cas A F  coincide avec la composante  de 
V paral l~le ~ F. 

p(AF)d(AF) 

= [=~b(1--D2)] -½ exp  { - - [ A F - - F ( O - - 1 ) ] 2 }  d(AF).  
~)(1--D 2) 

p(F)dF ~- (~ F exp - -  dF . 

R "  = IIFI--IF +AFII 
IF[ 

IFI eo 

IF[---- ½1/(~ b) (Wilson, 1949). 

2 F  
p(AF)p(F) ---- ~ -  [ze~b(1--D2)] -½ 

exp { - [FV[2-2D]+AFV[½(1-D)]]2  
~b(1 - - D  2) 

~b t - -  ) j" 

E n  posan t  FV[2--2D]+AFV[½(1--D)] = u, et en  
in t6gran t  pa r  par t ies  on obt ient"  

R" =-1 (l +D)~( l_D)½+ ~22 ( l _ D )  

8V2 ~ n + l  
+ - -  2 , -  (I+D)-(n+½)(1--D) "+~ 

:z n = 0 2 n + l  

d -~ / i s l_  o = \ dD ]2)=: \d]sJ]Isl=O 

D - -  1--alsi2 +b[s]4-~ - . . . .  

dR"" 2]/2 
d - ~ )  = 1 - /  ~ Va.  (58) 
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